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АНАЛIТИЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК ПЛОСКОЇ ЗАДАЧI
ПРО КОГЕЗIЙНУ ЗОНУ ПЕРЕДРУЙНУВАННЯ

У З’ЄДНУВАЛЬНОМУ МАТЕРIАЛI БIЛЯ ВЕРШИНИ
МIЖФАЗНОЇ ТРIЩИНИ

Дудик М. В. Аналiтичний розв’язок плоскої задачi про когезiйну зону
передруйнування у з’єднувальному матерiалi бiля вершини мiжфазної трi-
щини. Дано аналiтичний розв’язок задачi про розрахунок в умовах плоскої деформацiї
когезiйної зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi в кiнцi трiщини, розташо-
ваної на плоскiй межi подiлу двох рiзних однорiдних iзотропних матерiалiв. Зона моде-
люється лiнiєю розриву перемiщення, на якiй напруження задовольняють квадратичнiй
умовi пластичностi. За допомогою iнтегрального перетворення Меллiна задача зведена
до матричного рiвняння Вiнера–Хопфа, яке розв’язане за формулами Храпкова. Отри-
манi рiвняння для визначення довжини когезiйної зони i фазового кута змiшування мод
навантаження в зонi та вирази для розкриття трiщини в її вершинi. Виконано числове
дослiдження параметрiв зони передруйнування.
Ключовi слова: мiжфазна трiщина, зона передруйнування, когезiйна модель.

Дудик М. В. Аналитическое решение плоской задачи о когезионной зоне
предразрушения в связующем материале вблизи вершины межфазной тре-
щины. Дано аналитическое решение задачи о расчете в условиях плоской дефор-
мации когезионной зоны предразрушения в связующем материале в конце трещины,
расположенной на плоской границе раздела двух различных однородных изотропных
материалов. Зона моделируется линией разрыва смещения, на которой напряжения удо-
влетворяют квадратичному условию пластичности. С помощью интегрального преоб-
разования Меллина задача сведена к матричному уравнению Винера–Хопфа, которое
решено по формулам Храпкова. Получены уравнения для определения длины когези-
онной зоны и фазового угла смешивания мод нагрузки в зоне, а также выражения для
вычисления раскрытия трещины в ее вершине. Выполнен числовой анализ параметров
зоны предразрушения.
Ключевые слова: межфазная трещина, зона предразрушения, когезионная модель.

Dudyk M. V. Analytical solution of the plane problem on the cohesive pre-

fracture zone in conjunctive material near the tip of the interfacial crack. The

analytical solution of the problem of calculation under the plain strain conditions of a co-

hesive prefracture zone in the conjunctive material at the end of the crack on the interface

of two different homogeneous isotropic materials is presented. The zone is modeled by the

discontinuity line of displacement, on which the tensions meet the quadratic condition of

plasticity. By the Mellin integral transformation the problem is taken to the Wiener-Hopf

matrix equation, which is solved by the Khrapkov formulas. The equations for the deter-

mination of a cohesive zone length and the phase angle of mode mixity in the zone, and

some expressions for the calculation of crack opening in its tip are obtained. The numerical

c○М. В. Дудик, 2013



Аналiтичний розв’язок плоскої задачi про когезiйну зону передруйнування 85

analysis of the prefracture zone parameters is executed.

Key words: interfacial crack, prefracture zone, cohesive model.

Вступ. Поширення трiщини по межi подiлу з’єднаних матерiалiв є однiєю
з найiмовiрнiших причин руйнування композитiв. Цьому процесу передує утво-
рення бiля вершини мiжфазної трiщини зони передруйнування, в якiй матерiал
внаслiдок пiдвищеного рiвня напружень виходить за межу пружностi.

На початковому етапi розвитку зона передруйнування може бути ефективно
описана в рамках моделi Леонова–Панасюка–Дагдейла [1], що подає зону лiнiєю
розриву перемiщення, на якiй задана деяка умова переходу матерiалу в перед-
руйнiвний стан. Зокрема, у випадку крихкого матерiалу в зонi передруйнування
переважають вiдривнi деформацiї, тому вона моделюється лiнiєю розриву нор-
мального перемiщення, на якiй нормальне напруження дорiвнює опору вiдриву
матерiалу [2]. Для пластичного матерiалу зону передруйнування моделюють лiнi-
єю, на якiй зазнає стрибка дотичне перемiщення, а дотичне напруження дорiвнює
межi текучостi матерiалу. Такi моделi бiльш прийнятнi для опису бiчних зон у
одному iз з’єднаних матерiалiв [3-7], оскiльки їх орiєнтацiя при використаннi рiз-
них критерiїв вибору напрямку поширення виявляється близькою до напрямкiв
максимуму вiдривних нормальних або дотичних напружень, в яких переважа-
ють вiдповiднi деформацiї (в залежностi вiд властивостей матерiалу). Проте у
випадку мiжфазної зони передруйнування немає притаманної бiчним зонам ва-
рiативностi орiєнтацiї, i оскiльки через вiдсутнiсть симетрiї в полi напружень
бiля вершини трiщини зазвичай наявнi I i II моди, це вимагає брати до уваги
у побудовi її моделi стрибки як вiдривних, так i зсувних деформацiй. Такi ефе-
кти врахованi в когезiйнiй моделi мiжфазної трiщини, що стрiмко розвивалась
впродовж останнiх двох десятилiть [8-14], i в деяких iнших моделях [15, 16].

В когезiйнiй моделi вводиться певна потенцiальна функцiя, яка визначає зв’я-
зок напружень зi стрибками перемiщення. Складнiсть визначальних рiвнянь у
когезiйнiй зонi призвела до того, що їх розв’язання здiйснюється головним чи-
ном числовими методами.

В данiй роботi виконано аналiтичний розрахунок мiжфазної зони передруй-
нування в рамках моделi Леонова–Панасюка–Дагдейла з використанням для на-
пружень притаманної когезiйнiй моделi квадратичної умови передруйнування.
Задача зведена до матричного рiвняння Вiнера–Хопфа, яке розв’язано за до-
помогою формул Храпкова. Знайдено рiвняння для визначення довжини зони
передруйнування, фазового кута навантаження в нiй та розкриття трiщини в її
вершинi.

Основнi результати.
1. Постановка задачi
В умовах плоскої деформацiї розглянемо задачу про визначення початкової

зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi бiля вершини мiжфазної трi-
щини, розташованої на плоскiй межi подiлу двох пружних однорiдних iзотропних
матерiалiв з модулями Юнґа 𝐸1, 𝐸2 i коефiцiєнтами Пуассона 𝜈1, 𝜈2. Нехтуючи
товщиною з’єднувального прошарку, моделюватимемо зону лiнiєю розриву пе-
ремiщення, на якiй у вiдповiдностi з когезiйною моделлю нормальне i дотичне
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напруження задовольняють умову [14](︂
𝜎𝜃
𝜎0

)︂2

+

(︂
𝜏𝑟𝜃
𝜏0

)︂2

= 1, (1)

де 𝜎0, 𝜏0 – опори вiдриву та зсуву з’єднувального матерiалу, що експериментально
визначаються як середнi значення нормального i дотичного напружень у зонi при
вiдповiднiй модi навантаження однорiдного матерiалу.
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Рис. 1.

На початку розвитку довжина зони передруйнування 𝑙 значно менша вiд дов-
жини трiщини 𝐿 та всiх iнших розмiрiв тiла, i оскiльки напружено-деформований
стан дослiджується в околi зони, то вихiдна задача зводиться до задачi про лi-
нiю розриву скiнченної довжини, що поширюється з вершини пiвнескiнченної
мiжфазної трiщини по межi подiлу двох пружних пiвплощин (рис. 1). На не-
скiнченостi формулюється умова можливостi зшивання на вiдстанях 𝑙 ≪ 𝑟 ≪ 𝐿
шуканого розв’язку з розв’язком аналогiчної задачi теорiї пружностi без лiнiї
розриву, який вiдомий з робiт [17-20] i характеризується просторовими осциляцi-
ями перемiщень i напружень при наближеннi до вершини трiщини. Враховуючи
умову (1) та вважаючи береги трiщини вiльними вiд напружень, проходимо до
статичної крайової задачi теорiї пружностi з граничними умовами

𝜃 = −𝜋
⋃︁
𝜋 : 𝜎𝜃 = 𝜏𝑟𝜃 = 0; (2)

𝜃 = 0 : ⟨𝜎𝜃⟩ = ⟨𝜏𝑟𝜃⟩ = 0; (3)

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙 : 𝜎𝜃 = 𝜎0 cos𝜓(𝑟), 𝜏𝑟𝜃 = 𝜏0 sin𝜓(𝑟);

𝜃 = 0, 𝑟 > 𝑙 : ⟨𝑢𝜃⟩ = ⟨𝑢𝑟⟩ = 0; (4)

𝜃 = 0, 𝑟 → ∞ : 𝜎𝜃 ∼ 𝐶1𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 + 𝐶1𝑟
− 1

2−𝑖𝜔, 𝜏𝑟𝜃 ∼ 𝐶2𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 + 𝐶2𝑟
− 1

2−𝑖𝜔, (5)

де ⟨𝑓⟩ позначає стрибок величини 𝑓 ; 𝜓(𝑟) — фазовий кут напруження в зонi
передруйнування, який в подальшому через малiсть її розмiрiв i для спрощення
розв’язання задачi вважатимемо сталим i рiвним його середньому значенню 𝜓;

𝐶1 = 𝑒′𝐾𝐿−𝑖𝜔, 𝐶2 = −𝑖𝐶1, 𝐾 = 𝐾𝐼 + 𝑖𝐾𝐼𝐼 ;

риска над 𝐶1 i 𝐶2 означає комплексне спряження; 𝐾 — комплексний коефiцiєнт
напружень [20];

𝑒′ =
1√︀

8𝜋 · (1− 𝛽2)
, 𝜔 =

1

2𝜋
ln

1− 𝛽

1 + 𝛽
, 𝛽 =

(1 + 𝑒𝜅2)− (𝑒+ 𝜅1)

(1 + 𝑒𝜅2) + (𝑒+ 𝜅1)
;
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𝑒 =
𝐸1

𝐸2

1 + 𝜈2
1 + 𝜈1

, 𝜅1(2) = 3− 4𝜈1(2).

Передбачається виконання умови cos𝜓 > 0, необхiдної для вiдривного характеру
нормального напруження в зонi передруйнування.

Розв’язок сформульованої крайової задачi будемо шукати у виглядi суми на-
ступних двох задач. Перша вiдрiзняється вiд неї тим, що замiсть першої пари
умов в (4) використовуємо умови

𝜃 = 0, 𝑟 < 𝑙 : 𝜎𝜃 = 𝜎0 cos𝜓 − 𝐶1𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 − 𝐶1𝑟
− 1

2−𝑖𝜔, 𝜏𝑟𝜃 =

𝜏0 sin𝜓 − 𝐶2𝑟
− 1

2+𝑖𝜔 − 𝐶2𝑟
− 1

2−𝑖𝜔,
(6)

а на нескiнченостi напруження спадають як 𝑜(1/𝑟). Друга задача — аналогiчна
задача без лiнiї розриву, розв’язок якої вiдомий [17-20], тому завдання полягає у
розв’язаннi першої задачi.

2. Розв’язання задачi
Для побудови розв’язку застосуємо iнтегральне перетворення Меллiна

𝑓*(𝑝, 𝜃) =

∞∫︁
0

𝑓(𝑟, 𝜃)𝑟𝑝𝑑𝑟

до рiвнянь рiвноваги, умови сумiсностi деформацiй, закону Гука i граничних
умов (2-3). Врахувавши умови (6) i другу пару умов (4), прийдемо до матричного
рiвняння Вiнера–Хопфа першої задачi у смузi −𝜀1 < Re𝑝 < 𝜀2 (𝜀1, 𝜀2 — достатньо
малi додатнi числа), що мiстить уявну вiсь:

Φ+(𝑝) + F(𝑝) = −𝐴𝑡𝑔𝑝𝜋𝐺(𝑝)Q(𝑝)Φ−(𝑝), (7)

(︂
Φ+

1 (𝑝)
Φ+

2 (𝑝)

)︂
=

∞∫︁
1

(︂
𝜎𝜃(𝜌𝑙, 0)
𝜏𝑟𝜃(𝜌𝑙, 0)

)︂
𝜌𝑝𝑑𝜌,

(︂
Φ−

1 (𝑝)
Φ−

2 (𝑝)

)︂
=

𝐸1

4(1− 𝜈21)

1∫︁
0

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑢𝜃
𝑢𝑟

)︂
𝑟=𝜌𝑙

𝜌𝑝𝑑𝜌,

F(𝑝) =

(︂
𝐹1(𝑝)
𝐹2(𝑝)

)︂
,

𝐹1(𝑝) =
𝜎0 cos𝜓

𝑝+ 1
− 𝐶1𝑟

− 1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

− 𝐶1𝑟
− 1

2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

, 𝐹2(𝑝) =
𝜏0 sin𝜓

𝑝+ 1
− 𝐶2𝑟

− 1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

− 𝐶2𝑟
− 1

2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

,

𝐺(𝑝) =
4(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos

2 𝑝𝜋

(𝑒+ 𝜅1)2 + (1 + 𝑒𝜅2)2 + 2(𝑒+ 𝜅1)(1 + 𝑒𝜅2) cos 2𝑝𝜋
,

Q(𝑝) = I+ 𝑔(𝑝)J,J =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
,

де I — одинична матриця, 𝑔(𝑝) = 𝑖𝛽𝑡𝑔𝑝𝜋, а матриця J володiє необхiдною для
факторизацiї властивiстю J2 = I.
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Матричний коефiцiєнт рiвняння (7) вiдноситься до типу, розглянутого Храп-
ковим [21, 22], i може бути факторизований за формулами:

Q(𝑝) = Q+(𝑝)Q−(𝑝) (Re𝑝 = 0), Q±(𝑝) = 𝑟±(𝑝)
[︀
𝑐ℎ𝜃±(𝑝)I+ 𝑠ℎ𝜃±(𝑝)J

]︀
,

де елементи матриць Q+(𝑝) i Q−(𝑝) аналiтичнi у пiвплощинах Re𝑝 < 0 i Re𝑝 > 0
вiдповiдно. Функцiї 𝑟±(𝑝) i 𝜃±(𝑝) задовольняють скалярним функцiональним рiв-
нянням

𝑟+(𝑝)𝑟−(𝑝) =
√︀

1− 𝑔2(𝑝), 𝜃+(𝑝) + 𝜃−(𝑝) = 𝑎𝑟𝑡ℎ𝑔(𝑝) (𝑅𝑒𝑝 = 0),

якi мають розв’язки [23]:

𝑟±(𝑝) =
(︀
1− 𝛽2

)︀1/4
exp

[︂
∓ 1

4𝜋

∫︁ ∞

−∞

ln𝐻1(𝑡)

𝑖𝑡− 𝑝
𝑑𝑡

]︂
, 𝐻1(𝑡) =

1− 𝛽2𝑡ℎ2𝜋𝑡

1− 𝛽2
,

𝜃±(𝑝) =
±𝑝
2𝜋

∫︁ ∞

−∞

ln𝐻2(𝑡)

𝑡+ 𝑖𝑝
𝑑𝑡, 𝐻2(𝑡) =

𝑎𝑟𝑡ℎ(𝛽 · 𝑡ℎ𝜋𝑡)
𝑡

.

Скалярнi коефiцiєнти рiвняння (7) факторизуються за формулами [23, 24]:

𝐺(𝑝) =
𝐺+(𝑝)

𝐺−(𝑝)
(𝑅𝑒𝑝 = 0) , exp

[︂
1

2𝜋𝑖

∫︁ +𝑖∞

−𝑖∞

ln𝐺(𝑧)

𝑧 − 𝑝
𝑑𝑧

]︂
=

{︂
𝐺+(𝑝), 𝑅𝑒𝑝 < 0,
𝐺−(𝑝), 𝑅𝑒𝑝 > 0;

𝑡𝑔𝑝𝜋 =
𝑝

𝐾+(𝑝)𝐾−(𝑝)
, 𝐾±(𝑝) =

Γ(1∓ 𝑝)

Γ( 12 ∓ 𝑝)

(Γ(𝑧) – гамма-функцiя Ейлера). Це дозволяє переписати рiвняння Вiнера–Хопфа
(7) у виглядi:

𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
Q̃+(𝑝)(Φ+(𝑝) + F(𝑝)) = − 𝐴

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)
Q−(𝑝)Φ−(𝑝) (𝑅𝑒𝑝 = 0), (8)

де Q̃+(𝑝) — обернена до Q+(𝑝) матриця:

Q̃+(𝑝) = [Q+(𝑝)]−1 =
[︀
𝑟+(𝑝)

]︀−1 [︀
𝑐ℎ𝜃+(𝑝)I− 𝑠ℎ𝜃+(𝑝)J

]︀
.

Розщепивши другий доданок в (8) за формулою

𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
Q̃+(𝑝)F(𝑝) = F̃+(𝑝)− F̃−(𝑝),

F̃+(𝑝) =
1

𝑝+ 1

[︃
𝐾+(𝑝)Q̃+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
+
𝐾+(−1)Q̃+(−1)

𝐺+(−1)

]︃(︂
𝜎0 cos𝜓
𝜏0 sin𝜓

)︂
−

− 𝑙−
1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

[︃
𝐾+(𝑝)Q̃+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
+
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

( 12 + 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

]︃(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
−

− 𝑙−
1
2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

[︃
𝐾+(𝑝)Q̃+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
+
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

( 12 − 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

]︃(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
,
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F̃−(𝑝) =
1

𝑝+ 1

𝐾+(−1)Q̃+(−1)

𝐺+(−1)

(︂
𝜎0 cos𝜓
𝜏0 sin𝜓

)︂
− 𝑙−

1
2+𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 + 𝑖𝜔

×

×
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

( 12 + 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
−

− 𝑙−
1
2−𝑖𝜔

𝑝+ 1
2 − 𝑖𝜔

𝐾+(− 1
2 − 𝑖𝜔)Q̃+(− 1

2 − 𝑖𝜔)

( 12 − 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

(︂
𝐶1

𝐶2

)︂
,

отримаємо замiсть (8) рiвняння

𝐾+(𝑝)

𝑝𝐺+(𝑝)
Q̃+(𝑝)Φ+(𝑝)+F̃+(𝑝) = − 𝐴

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)
Q−(𝑝)Φ−(𝑝)+F̃−(𝑝), (Re𝑝 = 0). (9)

Лiва частина рiвняння (9) аналiтична у пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 < 0, а права — у
пiвплощинi 𝑅𝑒𝑝 > 0. Тодi, у вiдповiдностi з принципом аналiтичного продовже-
ння, повинна iснувати єдина функцiя, аналiтична у всiй комплекснiй площинi,
яка дорiвнює лiвiй i правiй частинi цього рiвняння у вiдповiдних пiвплощинах.

Враховуючи особливостi поведiнки напружень i перемiщень бiля вершини
мiжфазної зони передруйнування, за теоремою абелевого типу знаходимо асим-
птотики:

Φ+
1 (𝑝) ∼

(𝜅1 + 𝑒) + (1 + 𝑒𝜅2)

2(𝑒+ 𝜅1)
· 𝑘1√

−2𝑝𝑙
, Φ+

2 (𝑝) ∼
(𝜅1 + 𝑒) + (1 + 𝑒𝜅2)

2(1 + 𝜅1)
· 𝑘2√

−2𝑝𝑙
,

Φ−
1 (𝑝) ∼ −1 + 𝑒𝜅2

1 + 𝜅1
· 𝑘1√

2𝑝𝑙
, Φ−

2 (𝑝) ∼ − (𝜅1 + 𝑒)(1 + 𝑒𝜅2)

(1 + 𝜅1)2
· 𝑘2√

2𝑝𝑙
(𝑝→ ∞), (10)

де 𝑘1, 𝑘2 — коефiцiєнти iнтенсивностi напружень в кiнцi зони. Взявши також
до уваги обмеженiсть на нескiнченостi функцiй 𝐺±(𝑝)i Q±(𝑝) та асимптотики
𝐾+(𝑝) ∼

√
−𝑝 (𝑝→ ∞, 𝑅𝑒𝑝 < 1/2) i 𝐾−(𝑝) ∼ √

𝑝 (𝑝→ ∞, 𝑅𝑒𝑝 > −1/2), доходимо
висновку, що лiва i права частини рiвняння (9) прямують до нуля при 𝑝 → ∞.
Тому за теоремою Лiувiлля єдина аналiтична функцiя тотожно дорiвнює нулю у
всiй комплекснiй площинi, що дозволяє знайти точний розв’язок рiвняння (9):

Φ+(𝑝) = −𝑝𝐺
+(𝑝)

𝐾+(𝑝)
Q+(𝑝)F̃+(𝑝),Φ−(𝑝) =

𝐾−(𝑝)𝐺−(𝑝)

𝐴
Q̃−(𝑝)F̃−(𝑝), (11)

де Q̃−(𝑝) = [Q−(𝑝)]
−1.

3. Визначення параметрiв зони передруйнування
Порiвнюючи асимптотики розв’язкiв (11) при 𝑝 → ∞ з (10), знаходимо кое-

фiцiєнти iнтенсивностi напружень в кiнцi лiнiї розриву:

𝑘1 = − (1 + 𝜅1)
√
2𝑙

𝐴 (1 + 𝑒𝜅2)
·
{︁
𝑄̃−

11(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−
12(∞) · 𝑌

}︁
,

𝑘2 = − (1 + 𝜅1)
2
√
2𝑙

𝐴(𝜅1 + 𝑒)(1 + 𝑒𝜅2)
·
{︁
𝑄̃−

21(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−
22(∞) · 𝑌

}︁
,

де

𝑋 =
𝐾+(−1)

𝐺+(−1)

[︁
𝑄̃+

11(−1)𝜎0 cos𝜓 + 𝑄̃+
12(−1)𝜏0 sin𝜓

]︁
−
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−2𝑅𝑒

(︂
𝑁𝑙−

1
2+𝑖𝜔

[︂
𝑄̃+

11(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶1 + 𝑄̃+

12(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶2

]︂)︂
,

𝑌 =
𝐾+(−1)

𝐺+(−1)

[︁
𝑄̃+

21(−1)𝜎0 cos𝜓 + 𝑄̃+
22(−1)𝜏0 sin𝜓

]︁
−

−2𝑅𝑒

(︂
𝑁𝑙−

1
2+𝑖𝜔

[︂
𝑄̃+

21(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶1 + 𝑄̃+

22(−
1

2
− 𝑖𝜔)𝐶2

]︂)︂
,

𝑁 =
𝐾+(− 1

2 − 𝑖𝜔)

( 12 + 𝑖𝜔)𝐺+(− 1
2 − 𝑖𝜔)

.

Прирiвнюючи 𝑘1, 𝑘2 до нуля через вимогу обмеженостi напружень в кiнцi зони
передруйнування, приходимо до системи лiнiйних однорiдних рiвнянь вiдносно
𝑋 та 𝑌 :

𝑄̃−
11(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−

12(∞) · 𝑌 = 0, 𝑄̃−
21(∞) ·𝑋 + 𝑄̃−

22(∞) · 𝑌 = 0.

Оскiльки визначник цiєї системи det Q̃−(∞) = [𝑟−(∞)]
−2

= (1−𝛽2)−1/2 вiдмiнний
вiд нуля, то вона має лише тривiальний розв’язок 𝑋 = 𝑌 = 0, який приводить до
трансцендентних рiвнянь для визначення вiдносної довжини 𝑥 = 𝑙/𝐿 i фазового
кута когезiйного напруження 𝜓, що пiсля перетворень можуть бути записанi у
виглядi, зручному для числового розв’язання:

𝑥 = 𝐶𝜎2

{︂
cos2(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁)

𝑛2
+ sin2(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁)

}︂
,

𝑡𝑔𝜓 = 𝑛 · 𝑡𝑔(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁),

де

𝐶 = 𝜋

[︂
2𝑒′ |𝑁 | · |𝑞′|𝐺+(−1)

𝑞

]︂2
,

𝑞 = 𝑞20 + 𝑞21 , 𝑞′ = (𝑞0𝑞0 + 𝑞1𝑞1) + 𝑖(𝑞1𝑞0 + 𝑞0𝑞1),

𝑞0 = 𝑄̃+
11(−1), 𝑞1 = 𝑄̃+

12(−1), 𝑞0 = 𝑄̃+
11(−

1

2
− 𝑖𝜔), 𝑞1 = 𝑄̃+

12(−
1

2
− 𝑖𝜔);

𝜎= |𝐾𝐼+𝑖𝐾𝐼𝐼 |
𝜏0

√
𝐿

— безрозмiрний параметр зовнiшнього навантаження, 𝜙=arctg 𝐾𝐼𝐼

𝐾𝐼
—

його фазовий кут; 𝑛 = 𝜎0/𝜏0, 𝜉 = arg𝑁 , 𝜁 = arg 𝑞′. Випадкам крихкого або пла-
стичного з’єднувального матерiалу вiдповiдають граничнi переходи 𝑛→ 0, 𝜓 → 0
i 𝑛→ ∞, 𝜓 → ±𝜋/2, якi приводять до моделей, розглянутих в [25, 26].

Отриманий вище розв’язок дозволяє визначити розкриття трiщини у її вер-
шинi як результат стрибкiв компонент перемiщення в зонi передруйнування, що
виражаються через трансформанту Φ−(0):

𝛿𝑢𝜃(0, 0) = −
⟨(︂

𝜕𝑢𝜃
𝜕𝑟

)︂*⟩ ⃒⃒⃒⃒
𝑝 = 0, 𝜃 = 0

= −4(1− 𝜈21)

𝐸1
𝑙Φ−

1 (0),

𝛿𝑢𝑟(0, 0) = −
⟨(︂

𝜕𝑢𝑟
𝜕𝑟

)︂*⟩ ⃒⃒⃒⃒
𝑝 = 0, 𝜃 = 0

= −4(1− 𝜈21)

𝐸1
𝑙Φ−

2 (0).
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Використовуючи (11), пiсля перетворень знайдемо остаточно

𝛿𝑢𝜃(0, 0) = −4(1− 𝜈21)𝐿

𝐸1

2𝑒′ |𝑁 | · |𝑞|
𝐴
√︀
𝜋(1− 𝛽2)

𝜎
√
𝑥 cos(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁1 − 2𝜂),

𝛿𝑢𝑟(0, 0) = −4(1− 𝜈21)𝐿

𝐸1

2𝑒′ |𝑁 | · |𝑞|
𝐴
√︀
𝜋(1− 𝛽2)

𝜎
√
𝑥 sin(𝜔 ln𝑥+ 𝜙+ 𝜉 + 𝜁 − 2𝜂),

де 𝑞 = 𝑞0 + 𝑖𝑞1, 𝜁 = arg 𝑞, 𝜂 = 𝑎𝑟𝑐𝑡𝑔2𝜔. Визначення стрибкiв нормального i до-
тичного перемiщень в зонi передруйнування може бути використано для пошуку
граничного навантаження за прийнятою в моделi когезiйної зони умовою [8-10](︂

𝛿𝑢𝜃
𝛿𝑛

)︂2

+

(︂
𝛿𝑢𝑟
𝛿𝜏

)︂2

= 1,

де 𝛿𝑛, 𝛿𝜏 — їх критичнi значення, досягнення яких приводить до зрушення трi-
щини при суто вiдривному або зсувному характерi деформацiй у зонi.

Зазначимо, що вiдривний характер нормального напруження у зонi перед-
руйнування передбачає виконання умови 𝛿𝑢𝜃(0, 0) > 0. У випадку ж, коли нор-
мальне напруження в зонi має стискальний характер, бiльш прийнятним може
бути моделювання зони передруйнування лiнiєю ковзання зi зчепленням [26].

4. Аналiз отриманих результатiв
Результати числових розрахункiв параметрiв зони передруйнування наведено

на рис. 2-4 (на всiх рисунках, позначених як a, показана вiдносна довжина 𝑥;
b — фазовий кут 𝜓 навантаження у зонi; c, d — приведенi нормальне 𝛿𝑢′𝜃 =
𝛿𝑢𝜃(0,0)

𝐿
𝐸1

4(1−𝜈2
1 )

i дотичне 𝛿𝑢′𝑟 = 𝛿𝑢𝑟(0,0)
𝐿

𝐸1

4(1−𝜈2
1 )

розкриття). Всi обчислення виконано
при 𝐸1/𝐸2 = 0, 25, 𝜈1 = 𝜈2 = 0, 3.

Згiдно з розрахунками, довжина зони передруйнування та її розкриття у
вершинi трiщини нелiнiйно зростають за величиною зi збiльшенням зовнiшньо-
го навантаження, заданого безрозмiрним параметром 𝜎 (рис. 2, а, с, d). Зале-
жнiсть фазового кута навантаження у зонi вiд 𝜎 менш виражена, проте також
спостерiгається його повiльне зростання зi збiльшенням абсолютного значення
навантаження (рис. 2, b).

На рис. 3 подано залежнiсть параметрiв зони передруйнування вiд фазового
кута зовнiшнього навантаження 𝜙. Згiдно з рис. 3, а, довжина зони у цiй зале-
жностi має мiнiмум у випадку бiльш пластичного (𝑛 > 1) i максимум - у випадку
бiльш крихкого (𝑛 < 1) з’єднувального матерiалу. Фазовий кут напружень 𝜓
у зонi передруйнування зростає синхронно з ростом фазового кута зовнiшньо-
го навантаження, залишаючись, проте, меншим вiд нього (рис. 3.b). Дотичне i
нормальне розкриття мають рiзну поведiнку при змiнi фазового кута наванта-
ження: дотичне розкриття зростає з ростом 𝜙, тодi як нормальне розкриття при
𝑛 ≤ 1 має максимум, а при 𝑛 > 1 його залежнiсть вiд 𝜙 є менш вираженою i
немонотонною (рис. 3, c).

На параметри зони передруйнування суттєво впливає вiдношення опорiв вiд-
риву i зсуву з’єднувального матерiалу 𝑛 = 𝜎0/𝜏0. Як видно з рис. 4, а i 4, с, зi
збiльшенням опору вiдриву при сталому параметрi навантаження довжина зони
передруйнування i розкриття трiщини у вершинi зменшуються. Фазовий кут на-
вантаження при 𝜙 ≤ 0 є вiд’ємним i швидко спадає з ростом 𝑛, тодi як при 𝜙 > 0
вiн додатний i слабо залежить вiд 𝑛 (рис. 4, b).
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Рис. 2. Залежнiсть параметрiв зони передруйнування вiд безрозмiрного параметра на-
вантаження 𝜎. Штриховi лiнiї — 𝑛 = 0, 5; суцiльнi лiнiї — 𝑛 = 2. Фазовий кут зовнi-
шнього навантаження: 1) 𝜙 = −30∘; 2) 𝜙 = 0∘; 3) 𝜙 = 30∘
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Рис. 3. Залежнiсть параметрiв зони пе-
редруйнування вiд фазового кута 𝜙

зовнiшнього навантаження для 𝜎 =

0, 1; 1) 𝑛 = 0, 5; 2) 𝑛 = 1; 3) 𝑛 = 2.
На рис. с штриховi лiнiї — 𝛿𝑢′
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— 𝛿𝑢′

𝜃
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Виконавши зворотне перетворення Меллiна знайдених у ходi розв’язання за-
дачi трансформант напружень, iз залученням теореми про лишки можна визна-
чити члени розвинень напружень у асимптотичнi ряди в околi вершини трiщини
пiсля утворення зони передруйнування. Головний член розвинень визначатиме-
ться нулем функцiї 𝐺(𝑝) в iнтервалi −1 < 𝑅𝑒𝑝 < 0, що дає дiйсний показник
сингулярностi напружень, рiвний −1/2. Таким чином, поява зони передруйнува-
ння усуває фiзично некоректний осцилюючий характер сингулярностi у вершинi
трiщини, зберiгаючи, проте, кореневу особливiсть.
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Рис. 4. Залежнiсть параметрiв зони пе-
редруйнування вiд вiдношення 𝑛 опорiв
з’єднувального матерiалу вiдриву i зсу-
ву для 𝜎 = 0, 1 ; 1) 𝜑 = −30∘; 2) 𝜑 = 0∘;
3) 𝜑 = 30∘. На рис. 𝑐 штриховi лiнiї —
𝛿𝑢′

𝑟, суцiльнi — 𝛿𝑢′
𝜃

Висновки. Методом Вiнера–Хопфа знайдено аналiтичний розв’язок за-
дачi про розрахунок в умовах плоскої деформацiї в рамках моделi Леонова–
Панасюка–Дагдейла з використанням елементiв когезiйної моделi параметрiв ма-
ломасштабної зони передруйнування у з’єднувальному матерiалi в кiнцi мiж-
фазної трiщини, розташованої на плоскiй межi подiлу двох рiзних однорiдних
iзотропних матерiалiв. Отриманi рiвняння для визначення довжини зони i пара-
метра змiшування мод напружень в нiй та формули для обчислення розкриття
трiщини в її вершинi. Показана можливiсть їх застосування для визначення гра-
ничного навантаження для змiшаних мод. Здiйснено числовий розрахунок па-
раметрiв зони та якiсний аналiз їх залежностi вiд зовнiшнього навантаження i
характеристик з’єднувального матерiалу.
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